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Exercice 1 (6 points)
Le plan est rapporté a un repére orthonormé .
On considére la courbe (y) d’équation x* —2x? +xy? +2y? =0 .
1- a) Montrer que I’équation de (y) est équivalente a
y2(2+x)=x*(2-x). y
En déduire que I’ensemble des abscisses des points de () est
I’intervalle 1 =]-2; 2].
b) Montrer que 1’axe des abscisses est un axe de symétrie de ().

2- La figure ci-contre montre la partie de (y) dans [0; 2] , dans un
repére orthonormé (O ; i, T) :
a) Vérifier que y* =—x> +4x—8+ 16
X+2
b) Calculer le volume V du solide engendré par la rotation du
domaine hachuré limité par (y) autour de I’axe des abscisses .

c) Si Hﬂ‘z”THzZCWdéterminerv en cm®.

Exercice 2 (10 points)
On considere dans un plan orienté, un triangle ABC rectangle en B,

tel que AB =4 et (E;E):% (27).

Wl

Soit | et E les milieux respectifs de [BC] et [AC] .
1- SoitS la similitude telle que S(A)=C et S(C)=B .
Y B C
Déterminer le rapport et un angle de S .
2- a) Justifier I’existence d’une rotation R qui transforme A en E et B en C.
b) Déterminer un angle de R et construire , avec justification , son center O .
3- a) Déterminer RoS(C) et SoR(B).
b) Déterminer le centre ,le rapport et un angle de chacune des similitudes RoS et SoR .

4- Soit M et M ' les points définis par AM =k AB et EM '=k EC od k est un nombre réel .
Montrer que M'=R(M) . En déduire la nature du triangle OMM " .
5- Soit (I") le cercle de centre N circonscrit au triangle OMM * .
a) Montrer que le point A appartienta (I").
b) Montrer que N est I’image de M par une similitude f de centre O dont on déterminera le rapport
et un angle .
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c) Montrer que f(B)=E et déterminer f(A).
d) Déterminer I’ensemble (5) de N lorsque k décrit IR . Tracer(5) .

Exercice 3 ( 8 points)

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (O ; u, \7) .
A tout point M d’affixe z , on associe les points M ' et M " d’affixes respectives z' et z"telles que
'=z-2et z2"=7%-1.
1- Soit z=Xx+1iy ou x et y sont deux nombres réels .
a) Déterminer la forme algébrique de chacun des nombres complexes z' et z" en fonctionde x et y.

b) Déterminer les points M pour lesquels les deux points M ' et M " appartiennent & 1’axe des ordonnées .

2- a) Vérifier que z'# z et déterminer la forme algébrique du nombre en fonctionde x et y.

2'-2
b) Déduire I’ensemble des points M du plan pour lesquels les points M, M "' et M " sont alignés .
c) Déterminer I’ensemble des points M qui appartiennent au cercle de diametre [M'M "] .
3- Soit (H) la courbe d’équation x? —y? —2x =0 .
a) Montrer que (H) est une hyperbole équilatere dont on déterminera le centre , les sommets et les
équations des asymptotes .

b) P(e ; 3) estun pointde (H) tel que (u , OP)=6 (2x) ou 039<%.

2cosd

. Déterminer 6 , « et B lorsque OP =2+/3 .
c0s20

Montrer que OP =

Exercice 4 (7 points)
Une urne contient trois dés équilibrés ; deux d'entre eux sont bleus et posséde chacun six faces numérotées
de 1 a 6 alors que le troisieme est rouge et posséde deux faces numeérotées 1 et quatre faces numérotées 6 .
1- On tire au hasard un dé de l'urne et on le lance . On considére les événements suivants :

B :"ledétiréestbleu"; R : "ledétiréestrouge" et S : "on obtient 6 au lancer du dé ".

Démontrer que p(S) =% :

2- Dans cette partie , on tire au hasard un dé de l'urne . On lance ensuite ce dé n fois de suite .
On note S, I'événement : " on obtient 6 & chacun des n lancers ".
a) Calculer la probabilité de I'événement " le dé tiré est bleu et on a obtenu 6 a chacun des n lancers " .
, 2(1\" 12\ . ..
b) Démontrer que p(S,) = 5(5} + g(gj et justifier la valeur de p(S)obtenueen 1.
c) Pour tout entier naturel n>1, on note p, la probabilité davoir tiré le dé rouge, sachant qu'on a
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obtenu le numéro 6 a chacun des n lancers . Démontrer que p, = 1n
2 1) +1
4

d) Déterminer le plus petit entier n >1 tel que p, >0,999.

Exercice 5 (7 points)

On considere la fonction f définie sur J0;+oo[ par f(x) = 1+2§”X _
X

1- Le tableau de variations ci-dessous est celui de la fonction g définie sur [2 ; +oo[ par g(X) =x—1-2/nx .

X |2 +

g'(x)(o +

+ o0
g(x) 1_m4/

a) Calculer g(3) et g(4) puis montrer que 1I’équation g(x) =0 admet une racine unique « appartenant

a I’intervalle ]3; 4] .
b) Calculer f(x)—1 en fonction de g(x) et montrer que , pour tout x>4, 0< f(x) <1. (1)
X X

n+1

2- On considére la suite (I,) définie, pour n>1, par I, = jf(x)dx .
n

a) En utilisant I’inégalité (1), montrer que , pour tout entier naturel n>4, 0< 1, < En(n +1) :
n
b) En déduire la limite de la suite (1) .

3-S0it S, = Iy + 1y +lg+-wenen o[-

- S . 3+2/nx
a) En utilisant une intégration par parties , montrer quej f(x)dx =-— Easc LG ( C est une constante )
X

b) Calculer S, en fonction de n.
c) Déterminer la limite de S, lorsque n tend vers +oo.
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Exercice 6 (12 points)

A- On consideére la fonction f définie sur I’ensemble IR des nombres réels par f(x)=e?*(e* —2)? .

1- a) Montrer que , pour tout réel x, f'(x)=4e*(e*-1)(e*-2) .
b) Dresser le tableau de variations de f .

2- Tracer la courbe représentative (C) de f dans un repere orthonormé (O 0, T) (Unite: 3cm).

B- On considére la fonction F définie sur IR par F(x):é(eX ~2)%(3e* +2).

1- Déterminer le signe de F(x).
2- a) Montrer que F est la primitive de f sur IR telle que F(/n2)=0.

b) Dresser le tableau de variations F .
3- Soit () la courbe représentative de F dans le méme repere orthonorme que (C).

a) Déterminer la position de () par rapporta (C) et montrer que ces deux courbes sont tangentes

en un point a déterminer .

b) Montrer que la droite d’équation y = —% est asymptote & (y) a — 0.

c) Tracer la courbe (y) dans le méme repere que (C).

4- Soit m un nombre réel tel que m <0 . On considere le domaine (D) limité par (C) , I’axe des

abscisses , et les droites d’équations X =m et x=/n2 .
a) Calculer la mesure S(m), en unités d’aires , de I’aire du domaine (D) en fonction de F(m)

et déterminer /im S(m).

m-——oo

b) Montrer que , pour tout me]—oo; 0], %s S(m) < %

. . . 4 . . : i
c) a etant un nombre réel donné tel que % <a< 3 décrire la construction qui permet de trouver

graphiquement le réel mtel que S(m)=a .
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SOLUTION

Exercise 1 ( points)

1- a) The equation x® —2x? + xy? +2y? =0 of (y) is equivalentto x*(x—2)+y?(x+2)=0 ;
thatis y?(2+x)=x%(2-x) (1).
For x=-2, (1) becomes 0 =16 which is impossible .
2

For x=-2, (1) is equivalent to y? =(2;ij2 , which is defined for all real numbers x such that
+X

2—X
2+ X
Finally , the set of abscissas of the points of () is the interval 1 =]1-2 ; 2].

b) An equation of the symmetric of () with respect to the axis of abscissas is
x*(x—=2)+(=y)?(x+2) =0 whichis x*(x=2)+y?(x+2) =0, that of (y).
Therefore , the axis of abscissas is an axis of symmetry of () .

2- a) By symmetry with respect to the axis of abscissas, the required volume V is equal
2

ﬁJ.yde units of volume ;

>0 ;thatis —2<x<2.

2

2 2 ! 2 .
J.yzdx:'[x;zxdx:j(—xz+4x—8+£]dx: X ox® _8x+16/m(x+2) ] .
X+2 3 a
0

=16(€n2—§) ; therefore V =16(£n2—§)7z units of volume .
b) If = =2cm, then 1 unit of volume = 8cm? ;
J

Therefore V :1672'(€n2—§)7r><8:128(€n2—§)7r cm?.
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Exercise 2 ( points)
The triangle ABC is semi equilateral having AB =4, (ﬁ ; E) :% (27) and (ﬁ ; ﬁ) :% (27)

then AC =2AB =8 and BC =+/3AB =43 .
| and E are the respective mid points of [BC] and [AC] .

V3

1- S(A)=C and S(C) =B where BC === AC and (AC ; ﬁ):-%” (27), then ? is the ratio

of S and —%ﬁ Is an angle of S.

2-a) AB =EC =4and AB = EC , then there exists a rotation R that transforms A into E and B into C.
b) (ﬁ ; E) = (ﬁ : E) :% (27) , then % is an angle of R ; its center is the point O such that

OA=0E and OB =0C ; it is the point of intersection O of the perpendicular bisector of [AE]
that passes through B ( ABE is equilateral ) and the perpendicular bisector of [BC] that passes
through E ( BEC is isosceles at E ).
3-a) RoS(C)=R(S(C))=R(B)=C and SoR(B)=S(R(B))=S(C)=B.
D) RoS=S(0:1: %)os(u: Y3 57y _g@: 3. 57 7_ 7y i soros(c
3 2 6 2 6 3 2
4- AM =Kk AB and EM =k EC where R(A)=E and R(B)=C, then M'=R(M) .

ﬁ-_f)
2’ @

M'=R(M) where R=r(O; %) , then OM =OM 'and (OW ; O—M"):% (27) , then OMM

is a direct equilateral triangle .

M ¢
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5- (y) is the circle of center N circumscribed about the triangle OMM " .

a) (M;M'):(ﬁ;ﬁ):% (27) ,then (AM : AM')=(OM :OM')and A, O, M, M" are

cyclic ; therefore the point A belongsto (y).
b) OMM ' is a direct equilateral triangle , then N is its center of gravity ; therefore

(OM ; cm):% (27) and ON :§OM . therefore N is the image of M by the similitude f

of center O , ratio g and angle % |

c) R(B)=C , then OBC is a direct equilateral triangle .

E is on the perpendicular bisector (Ol ) of [BC] and El :%AB :%EB , then E is the center

of the circle circumscribed about OBC ; therefore f(B)=E .
R(A) =E , then OAE is a direct equilateral triangle ; therefore f(A) is F, the center of the circle
circumscribed about OAE .
d) As k traces IR, the point M , such that AM =k AB , traces the straight line (AB) and its image N
by f traces the straight line f((AB)) whichis (EF)since f(A)=F and f(B)=E.
Therefore , the set (6) of N as k traces IR is the straight line (5) = (EF).
Drawing (5) .
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Exercise 3 ( points)
1-a) 2'=z-2=x-2+iy and z"=z°—z=x?—y? +2xyi—x—iy=x*—y? —x+y(2x-1)i .
b) M'and M " belong to y'y if and only if Re(z') =Re(z")=0 ; thatis x=2 and x> —y? —x=0;
x=2 and y? = 2; therefore , M is one of the points with affixes 2++/2i and 2—+/2i.

" 2 2 _ N VIV 2,2
2"z _12 22=x y +2x3;| 2X 2y|=x y2 2X+y(1—x)i.

2-a) 2'=z-2#z and — ,
A 7'

b) M'# M, then the points M, M " and M " are collinear if and only if E is real ; that is
2'-z
(x—=1)y=0; x=21or y=0; therefore, the set of M is the union of the axis of abscissas and the

straight line of equation x =1.
c) M belongs to the circle of diameter [M ‘M "] if and only if =~ =0 or ﬁ is pure imaginary ;
i 2=

that is Re (EJ = 0. Therefore , the set of M is the curve of equation x? —y? —2x=0.
7'-2
3- (H) is the curve of equation x? —y? —2x=0 .
a) An equation of (H) is (x—l)2 —y? =1, then (H) is a rectangular hyperbola of center 1(1; 0).
The focal axis is the axis of abscissas and a =1, then the vertices of (H) are O and A(2;0).
The asymptotes of (H ) are the straight lines of equations y=x-1 and y=—x+1 .
b) (U , ﬁ) =6 (2r) then, the coordinates of P are & =0OPcosé and 3 =O0Psing .
P isapointof (H) then, «? —2a— A% =0 ; thatis OP? cos? @ — 20P cosd —OP?sin6 =0 ;
OP c0s20 = 2cos6@ where cos26 = 0 since 0< 20 <% ; therefore OP = ZCOZZ .
Ccos

OP =2+/3 if and only if coso =3 ; J3(2cos?6-1)=cosb ; 24/3c0s? 6 —cosf—+/3=0 ;
0

c0s20

Therefore , cosazg (039<%) ; 9=% rad .

When 0:% rad, « =OPcos@=3 and 3 =OPsind =+/3.
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Exercise 4 ( points)

1- When we draw at random one die from the urn that contains 2 blue dice and one red ,

2 1
p(B) =§ and p(R) =§ :

If a blue die is drawn and tossed then , the probability of gettinga 6 is p(S/B) :% .

Therefore, p(S)=p(SNB)+ p(SNR)=p(B)xp(S/B)+ p(R)x p(S/R):%x%+%x§:%.
: I 2 (1Y
2- a) The required probability is p(S, " B) = p(B)x p(S, /B) 295
2 (1" 1(2)"
b) p(S,) = p(S, N B)+ p(S, "R) = p(B)x p(S,/B) + p(R)xp(Sn/R)=§x s *3l3)
2 (1) 1(2) 1
For n=1, p(S)=p(S))==x|= [+=| = |==.
p(5) = pis) = 2x(3 )+3(2)-3
26| (2
RNS 3.3 33 1
Q) py=pRIS)=PRO5) 88 ) L
PGSh) 2 (1 1[2} 2 (2 1) 1[2) (1)
—X| = | +=| = —X| =x—| +—|— 2l = | +1
3 \6 3.3 3 \3 4 33 4
n n
d) p, >0.999 is equivalent to 100021998&] +999 ; 121998(%) ; 4" >1998; n2£n€19498z5.48.
n

Therefore , the least natural number n>1 such that p, >0.999 is 6.

Faculté de génie - Université Libanaise
Toutes les sessions d'examens d'entrée sont disponibles sur www.ulfg.ul.edu



LEBANESE UNIVERSITY
FACULTY OF ENGINEERING

Exercise 5 ( points)

1- g(X) =x—-1-2/nx.
a) g(3)=2-2/n3 and g(4) =3—2¢n4 then g(3) =2-2/n3<0<g(4) =3-2/n4
g is continuous and strictly increasing in [2 ; + o[, then the equation g(x) =0 has a unique root

a such that 3< a < 4.

1 —x+1+2/nx X
b) f(x)—= = ' :—9(2).
X X X

Forall x in [4;+ [, nx>0,then f(x)>0.

Forall x in [4;+oo[, g(x)>g(a)=0,then f(x)—1<0; f(x)<1 .
X X

Finally , forall x in [4;+o[, 0< f(x)<1. (2)
X
n+1

2- The sequence (1) is defined, for n>1, by I, = If(x)dx .

n
n+1

a) Forall x in [4;+x[, 0< f(x)<1 , then , for all natural numbers n>4, 0< 1, < J‘% where
X X

n

n+1
J‘%:[ﬁn|x|]:+l =/(n+1)—/nn :én(nTJrlj ; therefore 0 <1, <£n(nT+1j
X

b) Zim En(n—ﬂ):én 1=0 and O0<1, <€n(n—+1j , then the limit of the sequence (1,) is 0.
n

n—+o0 n

3-a) Let u=1+2¢/nx and v':i2 , then u':g and v:_—1 :
X X X
Using integration by part I f(x)dx =— 1+2/nx +2Ji2dx:— 282 =— 3+2ény :
X X X X
2 3 4 n n+1
b) S, =1+, +15+----- +In:J.f(x)dx+J‘f(x)dx+J.f(x)dx+ ------- +If(x)dx+jf(x)dx;
1 n-1 n
n+1 3.2 1 1
Sn:jf(x)dx:{ + Enx} _g 3 _Zén(n+).
1 X N4l n+1 n+1

c) /im 3 /im M:0 , then /im S, =3.

n>+onN+1 n—+oo n+1 n—+o
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Exercise 6 ( points)

A- 1-a) f(x)=e*(e*—2)?, then
f'(x) =2e2*(e* —2)% +2e?*(e* —2)(e*) = 2% (e* —2) (¥ —2+¢e*) = 4e™ (e* -1 (e* -2) .

b) ¢im e?* =0then, fim f(x)=0 ; X |-oo 0 /n2 + o0
X—>—00 W=
/im e* = /im e® =+oo then F1(x) + 0 - 0 4
X—>+00 X—>+00
; 1 + 00
, lim f(X) =+o0.
The sign of f '(x)is that of (e*—1)(e* -2) Figure 52 ;

it changesat x=0 andat x=/n2 .
Table of variations of f
2- /im f(x) =0 then, the axis of abscissas is asymptote to (C)at — .

X—>—00

X X
/im f(x)=+o0 and /im 0 Zim e—eX(eX —2)? =+ since /im e—:+oothen, (C) has
X—>+00 Xx—=>+0o X X—>+0 X X—=>+0w X

at +ooan asymptotic direction parallel to the axis of ordinates .
Drawing (C) . (Unit: 3cm).

B- 1- F(x):%(ex—2)3(3ex+2) , then F(x) has the sign of e* - 2.
F(/n2)=0; if x</n2, F(x)<0and if x>/2,F(x)>0.
2-3) F'(x) =%(ex —2)? (e* )(3e” +2)+é(ex —2)3(3ex):$(ex _2)2(9e > +6e* +3e % —6e*)

—e®(e¥=2)% = f(x) , then F is the antiderivative of f on IR suchthat F(/n2)=0.

b) fim F(x)=—g and £im F(x) =+ o 2 o

X—>—00 X—>+00

F'(x) + 0 +

F'(x)=e?*(e*-2)?>>0

- - +w
table of variations of F . FX)| 4 /0/

)
12

3-a) f(X)—F(x)=e?*(e* —2)2 —— (¥ -2)3(3e* +2)= é(ex —2)%(12e* —3e* +4e* +4)

f(x)—F(x) =$(eX —2)%(9e* +4e* +4)>0 ,then (C) and () have one common point

T(¢n2;0) and, forall x=¢n2, (C) lies above () .
(C) and (y) aretangentat T since F'(/n2)=f"'(¢/n2) (bothare 0).
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X—>—00

b) /im F(x)= —g , then the straight line of equation y = —% IS asymptote to () at — .
c) Drawing (7) .

y
©)] |
1
4_——”,’
M(m) @) mn2 X
5
12
B -a A
-------------------------------------- 4tjé-------------------------------------m
3

4- Let m be a real number such that m<0 .
/Mm2

a) f isa positive function then, S(m) = If(x)dx=—F(m) .

m-——oo

/im S(m)=— /im F(m):ﬂ .
m——oo 3
b) F being strictly increasing , then Forall me]—o; 0], /im F(m)<F(m)<F(0) ; thatis
m——

—ﬂ< F(m)g—i , then isS(m)<£.
3 12 12 3
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c) a being a given number such that % <a <% , take the point A of ordinate —a on the axis of

ordinates ; the parallel to the axis of abscissas drawn through A cuts (y) at a point B, then

the parallel to the axis of ordinates drawn through B cuts the axis of abscissas at the point M
such that m = (abscissaof M)=—OM .
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Exercice 1 (20 points)

Le but de ce probléme est de trouver une valeur approchée de la solution S de I’équation : xInx=1.

Partie A

L’objet de cette partie est de prouver [’existence et I 'unicité de S
f(0)=-
f(x)=-1+xInx si x>0
1- f est-elle continue en 0 ? f est-elle dérivable en 0 ? ( justifier les réponses).
2- a) Calculer la limite de f en +ooet dresser le tableau de variations de f .
b) Montrer que 1’équation f(x) =0 a une solution unique S, vérifiant 1,5 <S<2 (on ne cherchera
pas a calculer S).
3- Le plan est rapporté a un repere orthonormé (O ; ™ T) d’unité 5 cm ; on appelle (C) la courbe
représentative de f dans ce repere.
a) Tracer (C).

Soit f la fonction definie sur [0 ;+oo par: {

2 2
b) Soit H la fonction définie sur ]0 ;+oo[ par H(x)=x?lnx—xI :

Calculer H'(x) . En déduire une primitive F de f sur ]0;+oof .
S

c) Calculer alors j— f (X)dx et exprimer le résultat sous forme d’un polynéme du second degréen S .

1
d) Déduire en fonction de S , ’aire en cm? de la partie du plan définie par 1< x<s et 0<y <—f(Xx).

Partie B
Soit x, un réel tel que x, > 1 et M, le point ayant pour coordonnées (X, ; f(X,)).
e

1- Déterminer une équation de la tangente To a (C) en M, et déterminer , en fonction de X, ,

’abscisse X, du point d’intersection de To avec ’axe des abscisses .

2- Soit | I’intervalle 3 ; 2| et g lafonction définie sur I par g(x) = b :
2 1+Inx
g f(x)
a) Veérifierque g'(x) = ———
) Qe 9°(x) X (L+Inx)?
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b) A I’aide du tableau de variations de f , montrer que si x appartient a | alors | f (x)|<0,4.
¢) Sachant que si x appartienta 1, x(1+Inx)? 22 , montrer alors que | g '(x)| <0,15.

3- a) Demontrer que si x appartienta | , I’équation g(x) =x équivauta f(x)=0; en déduire que
I’équation g(x) = x admet une solution unique .
b) Etudier les variations de g sur I’intervalle | .
c) Montrer que si x appartient & | alors g(x) appartienta I . (On rappelle que 1,5<S<2).

Partie C

Dans cette partie on se propose d’étudier une suite convergeant vers S .
On définit la suite numérique (u,) par u, =2 et u,., = g(u, ).

1- Démontrer, a I’aide d’un raisonnement par récurrence, que pour tout entier naturel n, u, appartient a
I’intervalle | = {g : 2} .

2- On admet la propriété suivante (appelée inégalité des accroissements finis):

« Si h est définie sur un intervalle J et si pour toutxde Jona | h'(x)| <M , alors pour tous réels
a etbde J ona:|h(b)—h(a)|<M|b-a] ».

a) En s’aidant de I’inégalité des accroissements finis, montrer que :
Pour tout entier naturel n, | g(u,)-g(s)|<015x|u, —s]|.

b) Démontrer, a I’aide d’un raisonnement par récurrence, que pour tout entier naturel n,
lu, —s|<(0.15)" x%.

¢) En déduire que la suite (u, ) est convergente de limite s.

3- a) Déterminer le plus petit entier n, tel que : si n>n,, alors |un —s| <107,

b) A I’aide de la calculatrice, donner une valeur approchée a 10 >présde S .

Exercice 2 (9 points)

ABCDEFGH est un cube de coté 1 cm; |,JetK sontles
milieux respectifs des segments [AB], [GH ]et [BG]. F
Les calculs seront effectués dans le repére orthonorme
(A; AB , AD , AE ).

1- a) Démontrer que le quadrilatere DIFJ est un K

parallélogramme.
Etablir que DIFJ est en fait un losange et montrerque | 7 .~
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Iaire de ce losange est égale & ? cm?.

b) Vérifier que le vecteur n (2,1, —1) est un vecteur

normal au plan ( DIJ).
En déduire une équation cartésienne de ce plan.
2- Soit A la droite passant par E et orthogonale au plan ( DIJ).

a) Donner une représentation paramétrique de A et prouver que K est un point de A.

b) Trouver les coordonnées du point L projeté orthogonal de E sur le plan ( D1J) et vérifier que L est
le centre de gravité du triangle BEG.

c) Calculer la distance du point E au plan ( DIJ)) ainsi que le volume de la pyramide EDIFJ
de sommet E.

Exercice 3 (5 points)

2 —

On considere la fonction f définie sur I’intervalle | =]—2; 2] par f(x) :LZX) .
X+

Soit (y) la courbe représentative de f dans un repere orthonormé (O ; i, T).

1- a) Vérifier que f(x)=—x?+4x—-8+ 1—62 et calculer sa derivée f'(x).
X+

b) Demontrer que () est tangente a I’axe des abscisses en O.
c) Déterminer la position de () par rapport a I’axe

des abscisses . y
2- La figure ci-contre montre la partie de (y) dans

I’intervalle [0 ; 2] .
Calculer I’aire de la partie hachurée du plan . m/\

: : @ 2
Exercice 4 (7 points)

On lance un dé cubique dont les faces sont numérotées de 1 a 6 et une piéce dont on distingue les cotés
pile (P) et face (F).
nrx.

A chaque lancer, on associe le nombre complexe z = pe © Idéfini de la maniere suivante :
» p=1 si face (F) apparait sur la piéce et p =2 si pile (P) apparait sur la piéce,
» n est I’entier naturel lu sur la face supérieure du dé.
Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé (unité 2 cm) , on note M le point d’affixe z .
Soit Y I’ordonnée de M .
1- On suppose dans cette partie que la piéce et le dé ne sont pas truques.

a) Déterminer I’ensemble des points M que 1’on peut obtenir et placer ces points dans le repére.

( Les points obtenus seront notés A, pour p =1 et By pour p = 2, n étant I’entier lu sur le dé ).
b) Quelle est la probabilité de I’événement Y =1 ?
c) Déterminer la probabilité de I’événement p =1 sachantque Y =1.
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2- On suppose dans cette partie que le dé n’est pas truqué et la piece est pipée de maniére que
la probabilité d obtenir face (F) soit le double de celle d’obtenir pile (P).
a) Calculer les probabilités des évenements p=1et p=2.

b) Montrer que la probabilité d’obtenir Y = 1 est S .

¢) On répéte dix fois I’épreuve, les répétitions étant indépendantes, quelle est la probabilité d’obtenir
trois points M d’ordonnée Y=1 ?

Exercice 5 (9 points)
Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (O ; u, \7) :
A tout point M d’affixe z , on associe les points M ' et M " d’affixes respectives z' et z"telles que
z'=z7-2et z2"=27%-1.
1- Soit z=x+1iy ou x et y sont deux nombres réels .
a) Determiner la forme algébrique de chacun des nombres complexes z' et z" en fonction de x et y.
b) Déterminer les points M pour lesquels les points M ' et M " appartiennent a I’axe des ordonnées .
2- a) Verifier que MM '=—2u_ et déterminer les coordonnées du vecteur MM "en fonction de x et y.
b) Déterminer 1’ensemble des points M du plan pour lesquels les points M, M ' et M " sont alignés .
c) Déterminer I’ensemble des points M qui appartiennent au cercle de diametre [M'M "] .

3- Soit (H) la courbe d’équation x? —y* —2x=0 .
P(e ; B) estun pointde (H) tel que (U , @):0 (27) ou 0£9<% :

2c0s6
c0s26

Montrer que OP = . Déterminer 6 , a et S lorsque OP = e
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Exercice 1 ( points)
Partie A
1- Iirrg xInx =0 alors Iirrg f(x) =-1= f(0), par suite f est continue en 0.
lim 1)=10) =lim ol =limIn x = —0, alors f n’est pas dérivable en 0.
x—0 X—0 x=>0 X X—0
2-a) lim xInx =+o0 alors lim f(x)=+o0. 1
X—>+30 . X—>+0 F X |0 e + 00
f '(x) =Inx+1 d’ou le tableau de variations de f :
f(x) 0 +

-1 + 00
b) Pour X appartenant a I’intervalle [0 , 1[ , f(x) <0 PO |7 T -t _—
e €

I’équation f (x) =0 est impossible .
Pour X appartenant a I’intervalle F P+ oo{ , f(x) e {—1— S ;4 ool: , T est continue et strictement
e e

monotone, alors d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires appliqué aux fonctions monotones,
I’équation f (x) =0 admet une solution unique s.

Par suite, ’équation f (x) = 0 admet une solution unique s sur [0 ; +oo
D’autre part f(1,5)x f(2) <0 alors 15<s<?2.
3- a) Quelques points particuliers :
f@)=-1; f@15=-039; f(2)=0,39 ¢
b) H'(x) = xInx
f(x) =-1+H'(x) alors F(x) =—x+ H(x)

0 j —f(dx=[- FOI = FO) ~ F(s)
1

2 2
= —1—1 st s> 2
4 2 4

Or f(s)=0 alors Ins:l,d’oﬁ
S

s 2 ? 3 0 1 2 3 4 5 13
j-f(x)dx:s—+§—§.
) 4 2 4 )

2
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d) I’aire du domaine est | — +— _2 ] 25¢m?
4 2 4

Partie B
Soit M, le point ayant pour coordonnées (X, ; f(X,)).

1- Equation de To: y = (Inx, +1)x —x, —1.

Pour y=0, x, = 1+%
1+1InXx,
£(x)

2-3) g'(X)=————.

) ') x (L+Inx)?

§jg F(x)< f(2)

b) Comme f est croissante sur B ] 2}, f(z
3

Or f@j ~-0,39 et f(2)~0,38, alors —0,4 < f@j <f(x)< f(2)< —f(a
Ainsi , pour x appartienta | ,| f (x)|<0.4.

j<0,4

¢) Si pour tout x appartenanta | , x(L+Inx)? == alors —2s§.
3 x@+Inx) 8

f
Or | f(x)|<0.4 donc | g'(x)| :%so,mé, soit | g'(x)|<015.

3-a) g(x)=x<:>11+X =x<l+x=x+xInx<l=xInx < f(x) =0 , alors ’équation g(x) = X
+Inx

admet une solution unique S. 3
, xInx -1 f(x X |2 S 2
b) g'(x) = R—) N ,
XL+Inx)*  x(@+Inx) g'(x) |o _ 0 +
9(x) | T~ S /

3 25 . .
) g(zjzm_m et g(2)_1+|n(3) =142.Donc g(x) e[s;142]c .
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Partie C

La suite numérique (u,, ) est définie par u, =2 et u,., = g(u, ).
1- u, =2 donc u, € |
Si, pour un certain n, u, €1 alors g(u,) €l d’aprés B.3.c, donc u,,, €|
Par suite, pour tout entier naturel n, u, € I
2-a) Pour toutx de 1 ona | g (X)| < 0,15 alors en appliquant 1’inégalité des accroissements finis pour
a=u, et b=s,ontrouve que, pour tout n, | g(u,)—g(s)|<015x|u, —s|.
b) | ug —s|s|2—s|s%s(0,15)° x%.

Si| u, —s| <(015)" x% alors | g(u, )—g(s)| <015x|u, —s|

—s|<015x|u, —s|<015x(0.15)" x% =(015)"* x%.

n+1

Or g(u,)=Up,; et g(s) =s donc |u

Par suite, pour tout entier naturel n, |u, —s|<(0,15)" x%.

c) —1<015<1 alors 1im(0.15)" =0 par suite lim|u, —s|=0 d’ot limu, =s.
n—-+o0 N—+o0

3-a) Pour que | u, —s| <107, il suffit d’avoir (0,15)" x% <107 ; (015)" <0,002 ; nxIn(0,15) < In(0,002)

n>3,27 donc n, =4
Si n>4, alors |u, —s|<107°.
b) Une valeur approchée de s est u,
A l’aide de la calculatrice, u; =1772 ; u, =1.763; u; =1.763; u, =1763.
Donc une valeur approchée de s est 1,76322 .
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Exercice 2 ( points)
E H
1- a) Dans le repére,, (A; AB , AD : AE ) : . i
F H J
B(l;O;O),anrsI(%;O;O). i G
H(0;1;1) et G(1;1;1),alors J(%;l;l). :
K~ i
D(0;1;0) et F(1;0;1) ; A 5
ﬁ@;—l;ojetﬁ(%;—l;oj,alorsﬁ:ﬁ e
B C

et DIFJ est un parallélogramme.

D’autre part Wf[% ;05 1) donc IF = \E =ID ; DIFJ estun losange.

ﬁ(l;—l;l) et ﬁ(o;l;l) , alors I’aire du losange est = S=%x DF x 1J =%x\/§x\/_=? cm? .

b)H(ZaL—l)'ﬁ(%;—l;O] et 13(0;1;1);

n.DI=n. 13 =0 alors n estun vecteur normal au plan ( DIJ).
Une équation cartésienne du plan (DIJ) est 2x+y—-z—-1=0.

X =2t
2- a) A passe par E et de vecteur directeur n ;une représentation paramétrique de A est <y =t teR .
z=-t+1

K(l ; % ; %) est le point de A correspondant a t:%.

b) 2(2t) +t—(-t+1)—1=0 donne t :% alors le point d’intersection de A et de ( DIJ) est L(

w|N
Wl
w|N

)

On veérifie que OB + OE +0OG =30L.

c) La distance de E au plan ( DIJ ) est EL = ?

V6 6

Le volume de la pyramide est V = % x aire basexhauteur= % X = 1 unités de volume.
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Exercice 3 ( points)

. 2 2 B _ 3 2
1-8) = x2 4 AX—8+ 16 _ =X 2X° +4x° +8x—8x 16+16: X +2X —F(x):
X+2 X+2 X+2
f'(x)=-2x>+4- 16 = .
(x+2)

b) f(0)=f'(0)=0alors (y) est tangente a I’axe des abscisses en O.
c) f(0)="f(2)=0et, pourtout xel—{0; 2}, lesignede f(x) estcelui du polyndme
(2—x)(x+2) alors f(x)>0.

Tous les points de () autres que O et (2; 0) sont situés au dessus de 1’axe des abscisses.
2

2- Pour tout xe[0; 2] , f(x)=0 alors ’aire A du domaine hachuré est A:I f (x)dx wunités d’aire .

0
2

2 3
A:I(—x2+4x—8+£jdx: X ox2 —8x+16/n(x+2) :16(£n2—2) unités d’aire .
X+2 3 0 3
0
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Exercice 4 ( points)

1- La piéce et le dé ne sont pas truques.
ikz ikz

a) On obtient deux séries de points : les points Ak d’affixe a, =e © et les points Bk d’affixe b, =2e © .

=25 215

0.5

b) Les points ayant pour ordonnée 1 : Az, By et Bs
Comme le lancer de la piéce et celui du dé sont indépendants, et comme il y a équiprobabilité

P(Y =1) = P(p=1)xP(k = 3) + P(p = 2)xP(k = 1ou K =5) = sx =+ 152 = 1
2 6 2 6 4
Ou Il'ya 12 points possibles tous équiprobables parmi lesquels 3 sont favorables , alors P(Y =1) = % =

c) Le pointassocié a (p=1 et Y =1) est le point Az alors la probabilité demandée est égale a %
2- La piéce est pipée et le dé n’est pas truqué.
a)P(p=1)=2P(p=2)alors3P(p=2)=1,d’ouP(p=2) :% etP(p=1)= % .

b) P(Y =1) = P(p=1)xP(k = 3) + P( p = 2)xP(k = 1 ou k = 5) = %x%+ %x% - S

¢) Un lancer de la piece et du dé est une épreuve de Bernoulli : le succes est obtenir un point M tel que

Y = 1, de probabilité p = %

En répétant 1’épreuve 10 fois de fagon indépendante, on obtient un schéma de Bernoulli d’ordre 10.
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Si X désigne le nombre de succes, X suit une loi binomiale de paramétresn=10etp = % :

PX=3)= ({3(%) Gj =0,227.

Exercice 5 ( points)

1-a) 2'=z-2=x—-2+iy et z"=z2—z=x®—y? +2xyi—x—iy=x* -y —x+y(2x-1)i .

b) M' et M" appartiennent a I’axe y'y si et seulementsi Re(z')=Re(z")=0 ;d’ou
x=2etx?—y?—x=0; x=2 et y> =2.Parsuite M est I’un des points d’affixes respectives
2++/2i and 2-/2i.

2-a) 2'-z=-2, alors MM '=-2u .
2"-7=2%-27=x%—y? +2xyi—2x—2yi = x? —y* —=2x+2(x—1) yi , alors les coordonnées
de MM"sont X =x2—y2—2x et Y =2(x-1)y.
b) Puisque MM '= —ZJ, les points M, M ' et M " sont alignés si et seulement si MM " et u sont
colinéaires c’est a dire si et seulementsi Y =0 ; (x—-1)y=0 ; x=1o0u y=0.
L’ensemble des points M telsque M, M' et M " soient alignés , est la réunion de I’axe des
abscisses et la droite d’équation x =1.

c) M appartient au cercle de diamétre [M "M "] si et seulement si MM MM"=0 d’oit —2X =0 ;
x> —y?—2x=0.
L’ensemble des points M tels que M appartienne au cercle de diamétre [M 'M "] est la courbe
d’équation x2 —y?—2x=0
3- P(a ; B) estunpointde (H), alors a? —2a — 8% =0 d’out OP? cos? @ —20P cosd —OP?sin6 =0 ;
2cosé
c0s20

=+/3 ; J3(2c0s? 9 1) =cosO ; 2+/3c0s?H—cosf—~/3=0 ;

OP c0s26 = 2cos@ avec cos28 = 0 puisque 0< 26 < % , alors OP =

OP = 2./3 si et seulement si dose
c0s20

alors cosezﬁ (Ose<£) : 0=Z rad.
2 4 6

lorsque 0=% rad, ¢ =OPcosf=3 et B =0Psind=+/3.
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